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SÈRIE 1 

Responeu a CINC de les sis qüestions següents. En les respostes, expliqueu sempre 

què voleu fer i per què. 

 Cada qüestió val 2 punts. 

 Podeu utilitzar calculadora, però no s’autoritzarà l’ús de calculadores o altres 

aparells que portin informació emmagatzemada o que puguin transmetre o rebre 

informació. 

 

Criteris generals per a la correcció: 

1. En tots els casos la resolució que fa l’estudiant s’ha de poder seguir i 

comprendre els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no 

estiguin desenvolupades o no es pugui seguir el com s’ha arribat a donar la 

resolució seran puntuades amb 0 punts. 

2. La resolució proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en 

principi, única. Per tant, sempre que l’enunciat ho permeti, en el cas que 

l’estudiant respongui amb una resolució alternativa totalment correcta se li 

assignarà el total de puntuació de l’apartat. Si la resposta és parcial la 

puntuació obtinguda serà proporcional a la part corresponent de la puntuació 

total.  

3. En alguns casos, la solució final pot admetre expressions equivalents. En 

aquests casos la puntuació serà la totalitat de la puntuació de l’apartat. 

4. Tots els exercicis, apartats i passos dins d’un apartat es valoraran amb múltiples 

de 0,25 punts.  

5. Penalització per errades de càlcul o transcripció:  

o Si l’errada que es comet no té més trascendència, aleshores NO es descomptarà 

res de la puntuació parcial de l’apartat.  

o En el cas que l’errada condueixi a derivacions paral·leles de l’enunciat, es 

valorarà i puntuarà el desenvolupament i coherència de la resolució resultant, i 

només s’aplicarà una penalització final de 0,25 punts. 

o En cas que l’errada condueixi a no tenir sentit alguna de les qüestions que es 

demanen, aleshores la puntuació màxima de l’apartat serà de 0,75 punts. 

o Si la resolució d’un apartat conté dues errades la puntuació de l’apartat serà 

l’acumulada fins al moment previ al cometre la segona errada. 
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1.  

a) 

Estudieu per a quins valors de ߣ el sistema és incompatible. 

 

ܯ|ܯ ൌ ൭ ߣ ͳ െͳͲ ͳ ͳʹߣ െͳ ͷߣ อ ͲͳͲ͵Ͳ൱ 

อ ߣ ͳ െͳͲ ͳ ͳʹߣ െͳ ͷߣ อ ൌ อߣ ͳ െͳͲ ͳ ͳͲ െ͵ ͷߣ ൅ ʹอ ൌ ߣ ቚ ͳ ͳെ͵ ͷߣ ൅ ʹቚ ൌ ߣሺͷߣ ൅ ͷሻ ൌ ͷߣሺߣ ൅ ͳሻ 

 

CAS I: Si ߣ ് Ͳ   i   ߣ ് െͳ ܴܽ݊݃	ܯ ൌ ܯ	ܴ݃݊ܽ ൌ ݊ú݉. ݅݊ܿò݃ ൌ ͵		 
En virtut del teorema de Rouché-Frobënius, en aquest cas el sistema és  ݈ܾܿ݁݅ݐܽ݌݉݋	ݐܽ݊݅݉ݎ݁ݐ݁݀. 
 

CAS II: Si 			ߣ ൌ Ͳ 

ܯ|ܯ ൌ ൭Ͳ ͳ െͳͲ ͳ ͳͲ െͳ Ͳ อ ͲͳͲ͵Ͳ൱ 

ቚͳ െͳͳ ͳ ቚ ൌ ʹ ് Ͳ			,					 อͲ ͳ െͳͲ ͳ ͳͲ െͳ Ͳ อ ൌ Ͳ					 ܯ	ܴ݃݊ܽ     ⟹ ൌ ʹ 

 

อ ͳ െͳ Ͳͳ ͳ ͳͲെͳ Ͳ ͵Ͳอ ൌ ͹Ͳ ് Ͳ   ⟹     ܴܽ݊݃	ܯ ൌ ͵ 

ܯ	ܴ݃݊ܽ ്  ܯ	ܴ݃݊ܽ

En virtut del teorema de Rouché-Frobënius, el sistema és ݈ܾ݅݊ܿ݁݅ݐܽ݌݉݋.	 
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CAS III: ߣ ൌ െͳ 

ܯ|ܯ ൌ ൭െͳ ͳ െͳͲ ͳ ͳെʹ െͳ െͷอ ͲͳͲ͵Ͳ൱ 

ቚͳ െͳͳ ͳ ቚ ൌ ʹ ് Ͳ			,					 อെͳ ͳ െͳͲ ͳ ͳെʹ െͳ െͷอ ൌ Ͳ					 ܯ	ܴ݃݊ܽ     ⟹ ൌ ʹ 

 

อ ͳ െͳ Ͳͳ ͳ ͳͲെͳ െͷ ͵Ͳอ ൌ ͳʹͲ ് Ͳ   ⟹     ܴܽ݊݃	ܯ ൌ ͵ 

ܯ	ܴ݃݊ܽ ൌ ܯ	ܴ݃݊ܽ      ʹ ൌ ܯ	ܴ݃݊ܽ ͵ ്  ܯ	ܴ݃݊ܽ

En virtut del teorema de Rouché-Frobënius, el sistema és ݈ܾ݅݊ܿ݁݅ݐܽ݌݉݋.	 
El sistema és incompatible per a dos valors del paràmetre :ߣ 	ߣ ൌ Ͳ i   ߣ ൌ െͳ. 

b) Resoleu el sistema per a   ߣ ൌ ͳ. 

 

൝ ݔ ൅ ݕ െ ݖ ൌ Ͳݕ ൅ ݖ ൌ ͳͲʹݔ െ ݕ ൅ ͷݖ ൌ ͵Ͳ 

 

En aquest cas el sistema és compatible determinat, té una única solució i el sistema es 

pot resoldre per qualsevol mètode conegut, per exemple, pel mètode de Gauss: 

 ൭ͳ ͳ െͳͲ ͳ ͳʹ െͳ ͷ อ ͲͳͲ͵Ͳ൱ ൎ ൭ͳ ͳ െͳͲ ͳ ͳͲ െ͵ ͹ อ ͲͳͲ͵Ͳ൱ ൎ ൭ͳ ͳ െͳͲ ͳ ͳͲ Ͳ ͳͲอ ͲͳͲ͸Ͳ൱ 

 

De la tercera equació, tenim  ͳͲݖ ൌ ͸Ͳ, per tant, ݖ ൌ ͸. 

De la segona equació, tenim  y+ݖ ൌ ͳͲ, per tant, ݕ ൌ Ͷ. 

De la primera equació, tenim  ݔ ൅ ݕ െ ݖ ൌ Ͳ, per tant, ݔ ൌ ʹ. 

 

Solució:   ሺݔ ൌ ʹ			, ݕ ൌ Ͷ			, ݖ ൌ ͸ሻ. 
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Pautes de correcció: 

a) 

0,25 punts per al determinant de la matriu de coeficients i per als valors crítics. 

0,25 punts per a la discussió del cas ߣ ൌ െͳ. 

0,25 punts per a la discussió del cas ߣ ൌ Ͳ. 

0,25 punts per a la resposta a la pregunta. 

 

b) 

0,25 punts per al sistema particular (i la indicació de SCD, si és el cas, que no cal). 

0,25 punts per al valor de la x. 

0,25 punts per al valor de la y. 

0,25 punts per al valor de la z. 
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2. 

 

a) 

Si el pla ha de ser perpendicular als dos plans ߨଵ i ߨଶ, aleshores el seu vector normal, ݊ ൌ ሺܣ, ,ܤ ሻ haurà de ser perpendicular als respectius vectors normals ݊ଵܥ ൌ ሺͷ, െͳ, െ͹ሻ i ݊ଶ ൌ ሺʹ, ͵, ͳሻ. 

Així doncs ݊ ൌ ݊ଵ ൈ ݊ଶ ൌ อ ݅ ͷ ʹ݆ െͳ ͵݇ െ͹ ͳอ ൌ ሺʹͲ, െͳͻ, ͳ͹ሻ. 

El pla tindrà la forma ʹͲݔ െ ͳͻݕ ൅ ͳ͹ݖ ൌ  però si ha de passar per l’origen de ,ܦ

coordenades (0,0,0), aleshores D = 0 i el pla buscat serà ʹͲݔ െ ͳͻݕ ൅ ͳ͹ݖ ൌ Ͳ . 

 

b) L’angle entre els dos plans serà l’angle que formin els respectius vectors normals. 

Així doncs: ߙ ൌ ,ଵߨሺߙ ଶሻߨ ൌ ,ሺ݊ଵߙ	 ݊ଶሻ ൌ ,൫ሺͷߙ െͳ, െ͹ሻ, ሺʹ,͵,ͳሻ൯ ൌ ݏ݋ܿܿݎܽ ݊ଵ ൉ ݊ଶ‖݊ଵ‖ ൉ ‖݊ଶ‖ ൌ	ൌ ݏ݋ܿܿݎܽ ͳͲ െ ͵ െ ͹‖݊ଵ‖ ൉ ‖݊ଶ‖ ൌ ܿݎܽ cos Ͳ ൌ ͻͲ° ൌ ߨʹ ݀ܽݎ . 
Els dos plans són perpendiculars. 

Pautes de correcció: 

a) 

0,25 punts pel plantejament de perpendicularitat entre vectors normals. 

0,25 punts pel producte vectorial. 

0,25 punts per la forma inicial del pla. 

0,25 punts per l’equació final del pla. 

 

b) 

0,25 punts per l’angle a partir de l’angle entre els vectors normals. 

0,25 punts per la formulació de l’angle. 

0,25 punts pel producte escalar.  

0,25 punts per la perpendicularitat (o l’angle de 90º, sense indicar perpendicularitat). 
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3. 

a) 

La resposta depèn del signe de k.  Si k < 0, aleshores ݔଶ െ ݇ ൐ Ͳ per a qualsevol valor de x i, per tant, Dom(f) = R 

i la funció ݂ሺݔሻ ൌ ଵ௫మି௞	 és contínua perquè no s’anul·la el denominador i no té 

cap asímptota vertical. 

Com que lim௫→േஶ ଵ௫మି௞ ൌ Ͳ, la funció té una asímptota horitzontal en l’eix de 

les x, y=0. 

 Si k > 0 aleshores ݔଶ െ ݇ s’anul·la per als valors േ√݇ i, per tant,  

Dom(f) = R-{േ√݇} i la funció ݂ሺݔሻ ൌ ଵ௫మି௞	 tindrà dues asímptotes verticals, en ݔ ൌ ൅√݇ i en  ݔ ൌ െ√݇. 

Com que lim௫→േஶ ଵ௫మି௞ ൌ Ͳ, la funció té una asímptota horitzontal en l’eix de 

les x, y=0. 

 

 

b) ݂′ሺݔሻ ൌ ିଶ௫ሺ௫మି௞ሻ² ൌ Ͳ si ݔ ൌ Ͳ, amb independència del valor de k. ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ ሺെʹሻሺݔଶ െ ݇ሻଶ െ ሺെʹݔሻʹሺݔଶ െ ݇ሻʹݔሺݔଶ െ ݇ሻସ ൌ ሺെʹሻሺݔଶ െ ݇ሻ ൅ ͺݔଶሺݔଶ െ ݇ሻଷ ൌ ͸ݔଶ ൅ ʹ݇ሺݔଶ െ ݇ሻଷ 

Com que ݂ᇱᇱሺͲሻ ൌ ିଶ௞మ 	 ൏ Ͳ ,  

f , per tant, té un màxim relatiu en el punt ቀͲ, ିଵ௞ ቁ i no té mínims relatius. 

Observació: En lloc de fer servir el signe de la derivada segona també es pot veure el 

creixement o decreixement de la funció f a l’entorn de x = 0. 

Pautes de correcció: 

a) 

0,25 punts pel domini i no AV quan k < 0 

0,25 punts pel domini i AV quan k > 0 

0,25 punts per la AH quan k < 0 

0,25 punts per la AH quan k > 0 

 

b) 

0,25 punts per la derivada primera. 

0,25 punts pel punt singular. 

0,25 punts per la derivada segona o el raonament equivalent sobre el creixement o 

decreixement. 

0,25 punts per la classificació del punt i la resposta final. 
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4. 

a) 

Perquè tingui solució única caldrà que el sistema sigui compatible i determinat; és a dir, 

que rangM=rangM’=3 

amb 











a

a

a

MM

110

101

101

)'(  

aa

a

2

110

01

01

    

Per tal que rangM=3 cal que Det M 0 0 a   

Això vol dir que el sistema és compatible i determinat sempre que a 0  

b)  Per Cramer: 




a

aa

a

a

a

a

x
2

2

2

11

01

01

3

 
2

2 2a
, 


a

a

a

a

a

y
2

11

2

10

11

011

2

2

a
    i 



a

a

a

a

a

z
2

11

2

10

101

11

2

2

a
 

Per tant, la solució del sistema (en funció del paràmetre a) és: ቀଶି௔మଶ , ௔ଶ , ௔ଶ	ቁ  
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Pautes de correcció: 

a) 

0,25 punts per la condició de Rouché-Frobënius. 

0,25 punts pel determinant de l’associada.  

0,25 punts pel valor singular. 

0,25 punts pel raonament final. 

 

b) 

0,25 punts per l’aplicació de la regla de Cramer o mètode equivalent. 

0,25 punts pel càlcul de la x. 

0,25 punts pel càlcul de la y. 

0,25 punts pel càlcul de la z. 
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5. 

a) 

Per a comprovar que una matriu ܯ ൌ ൬ ݔ െͳݕଶ ൅ ͳ ݔ ൰ és invertible és suficient 

comprovar que el seu determinant és sempre diferent de 0. 

 

Efectivament, |ܯ| ൌ ଶݔ െ ሺെͳሻሺݕଶ ൅ ͳሻ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ ͳ, que és sempre diferent de 0, 

ja que ݔଶ ൅ ଶݕ ൒ Ͳ en ser suma de dos quadrats, independentment del valor que tinguin 

les variables x i y.  

 

a) Per a ݔ ൌ ͳ i ݕ ൌ െͳ, tenim ܯ ൌ ቀͳ െͳʹ ͳ ቁ. 

 

Tindrem ିܯଵ ൌ ଵ|ெ| ሺܯ݆݀ܣሻ௧ ൌ ଵଷ ቀ ͳ ͳെʹ ͳቁ . 

 

 

Pautes de correcció: 

a) 

0,5 punts pel plantejament a partir del determinant no nul (o del rang 2). 

0,5 punts per provar que el determinant és sempre diferent de 0. 

 

b) 

0,25 punts per l’expressió de M. 

0,25 punts per la formulació del càlcul de la matriu inversa. 

0,5 punts pel càlcul final. 

 

. 
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6. 

a) 

Pel teorema de Pitàgores sabem que  ܽଶ ൌ ଶݔ ൅ ݄ଶ.		Com que el volum del con val 

120 cm
3
, per la fórmula del volum tenim  

ͳʹͲ ൌ ߨ ൉ ଶݔ ൉ ݄͵  

i aïllant, obtenim ݔଶ ൌ ଷ଺଴గ ൉ ଵ௛. Substituint ݔଶ	a l’expressió inicial, s’obté la fórmula 

buscada. 

b) La longitud de l’aresta és una funció positiva i tenim la longitud al quadrat 

expressada com a funció de ݄, per tant és suficient amb trobar els mínims de la funció  

݂ሺ݄ሻ ൌ ͵͸Ͳߨ ൉ ͳ݄ ൅ ݄ଶ 

quan ݄ ∈ ሺͲ, ∞ሻ. Tenim  

݂ᇱሺ݄ሻ ൌ ʹ݄ െ ͵͸Ͳߨ ൉ ͳ݄ଶ 

per tant, en igualar ܨᇱሺ݄ሻ ൌ Ͳ, s’obté ʹ݄ ൌ ଷ଺଴గ ൉ ଵ௛మ , ݄ଷ ൌ ଵ଼଴గ  i ݄ ൌ ටଵ଼଴గయ ≃ ͵,ͺ͸	cm . 

Es comprova que és un mínim, ja que ݂ᇱሺݔሻ ൏ Ͳ quan ݔ ∈ ቆͲ, ටଵ଼଴గయ ቇ i ݂ᇱሺݔሻ ൐ Ͳ quan 

ݔ ∈ ቆ	ටଵ଼଴గయ , ∞ቇ.  

Alternativament, es pot treballar amb la funció 

ܽሺ݄ሻ ൌ ඨ͵͸Ͳߨ ൉ ͳ݄ ൅ ݄ଶ 

i s’obté com a derivada 

ܽᇱሺ݄ሻ ൌ ݄ െ ͳͺͲߨ ൉ ͳ݄ଶට͵͸Ͳߨ ൉ ͳ݄ ൅ ݄ଶ 

El desenvolupament del problema és el mateix a partir d’aquí. 
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Pautes de correcció: 

a) 

0,25 punts per l’aplicació del teorema de Pitàgores. 

0,25 punts per la igualtat derivada del volum. 

0,25 punts per aïllar la x. 

0,25 punts per la substitució final. 

 

b) 

0,25 punts per l’argumentació de la funció a minimitzar. 

0,25 punts per la derivada de la funció. 

0,25 punts pel punt singular (en forma radical o amb l’expressió decimal). 

0,25 punts per la classificació del punt singular (com a la proposta de resolució o a 

partir del signe de la derivada segona). 

 


