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Modelo de examen RESUELTO

MATERIA: MATEMATICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES II

OPCION A

1. SeanlasmatricesA:(;),B:(i i ),C: ( inl ) yD= (8)

a) [1 punto] Si A — B-C = D, plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas (representadas por x € y)
en funcién del parametro m.

b) [2 puntos] ;Para qué valores de m el sistema tiene solucién? En caso de existir solucién, ;es siempre
unica? Encuentra, si es posible, la solucién para m = 2.

Solucion:

a) Puesto que
_( my—1 _( x—my+1

B'C_(mx—l) y A_B'C_<y—mx—l>

se tiene que
X — my
—-mx —+ y
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|
—

A—B'C:D<:>{

b) La discusion de este sistema es hecha habitualmente por uno de los dos métodos considerados a con-
tinuacion. No obstante, cualquier otro método debidamente razonado y justificado serd admitido como

vélido.
= Gauss.
1 —m|—1 I —m —1
—m 1|1 )77 0 1-m?|1-m
Como 1 —m? =0 < m = %1 se tiene que:
e Sim = —1, la ultima fila representa una ecuacién que es imposible (0x+ 0y = 2), con lo que
el sistema es imcompatible
e Sim =1, entonces la dltima filaes ( 0 0|0 ), por lo que el sistema es compatible indeter-
minado.
e En otro caso, el sistema es compatible y determinado.

= Rouché-Frobenius. Como

1 —-m
-m 1

2_0e=m==+1

|A|:‘ ‘zl—m

se tiene que:
e Param = —1, como

I —1
11 ‘:2;&0:>ran(A’):27éran(A):1,

por lo que el sistema es incompatible.



e Param = 1, como

‘ ! _1‘:’_1 _1‘:0:>mn(A/):ran(A):1,

-1 1 I 1

el sistema es compatible indeterminado.

e Si m # +1, el sistema es compatible y determinado, puesto que ran(A) = 2 y por tanto
ran(A) = ran(A") = n° incdgnitas.

Asi pues, la compatibilidad de este sistema quedaria resumida en el siguiente cuadro:

m=-—1| S.I.
m=1 | S.C.I.
m=#=+1[S8.C.D.

Por lo tanto, el sistema tiene solucién para cualquier valor de m # —1 y dicha solucién es unica si
ademas m # 1.

Si m = 2, la resolucion del sistema, tomando como punto de partida los métodos usados anteriormente
en el estudio de la compatibilidad, se haria como sigue:

= Método de Gauss. Continuando con lo obtenido anteriormente y teniendo en cuenta que se supone

que m = 2, se tiene que:
I -2|-1 x — 2y
0 —3|-1 )7 — 3y

Resolviendo este sistema escalonado:
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|
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= Método de Cramer. Como ya vimos en el apartado anterior, |A| = 1 — m?

tiene que |A| = —3.
Por otro lado se tiene que

,con lo que sim =2 se

-1 -2 1 -1
|Ax|=’ L ‘:1, |Ay\:‘_2 : ‘:_1.
Por tanto, la solucién es:
|Ax| 1 |AY| -1

Evidentemente, cual otro método usado que haya sido debidamente justificado, serd admitido como
vélido.

2. El beneficio mensual de una empresa (f), en miles de euros, se relaciona con las toneladas de producto
vendido (x) tal como sigue:

_ ) 10x—32 41800 si0<x<10
fx) = .
1805 s110 <x

a) [1 punto] ;Es el beneficio una funcion continua de la cantidad de producto vendido?
b) [1,25 puntos] Estudia y representa graficamente la funcién f.

c¢) [0,75 puntos] ;Cuadl es el beneficio mensual minimo? ;Puede llegar algtin mes a tener unos beneficios
de 1900 miles de euros? ;y de 1815 miles de euros?




Solucion:

a) f es una funcion continua en (0, 10) y en (10,0), por estar definida por funciones continuas. Queda
pues por estudiar la continuidad de f en x = 10:

= La funcién estd definida en 10, siendo f(10) = 10-10— 5'1‘—02 + 1800 = 1775.
= Como

5 2
lim f(x)= lim 10x—%+1800:1775 y lim f(x)= lim 1805 = 1805

x—10~ x—10~ x—10* x—10*

la funcion tiene limite finito tanto por la izquierda como por la derecha, pero ambos no coindicen,
con lo que no existe el limite en x = 10.

De todo lo anterior se deduce que f es continua en (0,10) U (10, ).

b) El dominio de definicién de f es el intervalo (0,o0).

Como 10x— 32 41800 = 0 & —5x2 +40x+7200 = 0 —x? + 8x+ 1540 = 0 < x = —EVE AN,

es decir, x = —31,45 o x = 47,45. Pero como ninguno de estos dos valores pertenecen al intervalo (0, 10],
se puede decir que f no se anula en ese intervalo. Tampoco lo hace en (10,0), puesto que toma el valor
constante 1805 > 0. De lo anterior se deduce que la funcion no corta el eje de abscisas.

Ademads hemos visto en el apartado anterior que es discontinua en x = 10.
En cuanto a las asintotas, tiene sentido calcular

lim £(x) = lim 1805 = 1805.
X—ro X—ro0

Vamos a continuar estudiando la monotonia de esta funcion:
» En el primer trozo, f’(x) = 10— S—ZX =0« x=4.Como f/(2) =5 >0, f es creciente en el intervalo
(0,4); por otro lado, como f'(6) = —5 < 0, f es decreciente en el intervalo (4,10).
= En el segundo trozo, es una constante (f’(x) = 0,Vx € (10,)).

Asi pues la funcion crece hasta el 4 y decrece a partir de €l hasta el 10, donde pasa a ser constante.
Por otro lado se tiene que f(4) = 1820y que h’r(r)l+ f(x) = 1800.
X—

. . 5 .
En cuanto a la derivada segunda, como en el primer trozo f"(x) = —3, se tiene que f'(4) = —5/2 <0,
con lo que 4 es un maximo relativo.

Ademas, para los intervalos de concavidad:

= Enel primer trozo, f”(x) = —3 < 0,Vx € (0, 10), con lo que es céncava hacia abajo en ese intervalo.

= En el segundo trozo, como ya se comento, es constante.

De todo lo anterior se deduce que la representacion gréfica de f es la que corresponde a la Figura 1.
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Figura 1: Representacion gréfica de f(x).



c¢) El minimo absoluto se tiene en el punto x = 10, con lo que el beneficio mensual minimo se alcanza si
se venden 10 toneladas de producto y dicho beneficio es de 1775 miles de euros.

Como se puede observar en el estudio de la funcion hecho en el apartado anterior, x = 4 s un maximo
absoluto por lo que el valor maximo de f se alcanza en el punto x =4 y es de 1820 miles de euros, con
lo que no puede llegar a ser de 1900 miles de euros.

De 1815 si podria ser, alcanzdndose este valor cuando se hayan vendido 2 o 6 toneladas de producto,
puesto que 10x — 3= 41800 = 1815 < x =2 0 x = 6.

3. E180% de los clientes de un hotel viaja por motivos laborales. De ellos, el 50 % son espafioles. Para los
que no viajan por motivos laborales, el porcentaje de espaifioles es el 25 %.

a) [1 punto] De entre los clientes del hotel, ;qué porcentaje son espafioles?

b) [1 punto] De entre los clientes espaiioles, ;qué porcentaje no viaja por motivos laborales?

Solucion: Si denotamos por L el suceso «el cliente viaja por motivos laborales» y por E el suceso «el cliente
es espafol», los datos del enunciado se traducen en:

P(L)=0.8
P(E/L)=0,5
P(E/L) =025

a) P(E) = P(ENL)+P(ENL) = P(E/L)P(L)+ P(E /L)P(L) = 0,5(0,8) +0,25(0,2) = 0,45 ~ 45 %.

b) P(L/E) = ZEE = 0202 — 1/9~11,1%.

4. En un estudio sobre el gasto diario por turista en una determinada region, se tomé una muestra aleatoria
de 3600 turistas, para los que su gasto medio diario fue de 68 euros. Suponiendo que el gasto diario sigue
una distribuciéon normal con desviacion tipica 40, se pide:

a) [1 punto] Construir un intervalo de confianza para el gasto medio diario de los turistas de esa region, al
95 % de confianza.

b) [1 punto] ;Cuadl seria el tamafio muestral minimo necesario para que pueda estimarse el verdadero gasto
medio diario a partir de la media muestral con un error de estimacion méximo de 1 euro y un nivel de
confianza del 95 %?

(Algunos valores de la funcién de distribucion de la Normal de media O y desviacion tipica 1:
F(1,28) =0,90; F(1,64) =0,95; F(1,96) = 0,975; F(2,33) = 0,99; F(2,58) = 0,995.)

Solucion:

Si denotamos por X la v.a. «gasto diario», sabemos que dicha variable sigue una distribucién normal de
media desconocida p y desviacion tipica o = 40, es decir, X — N(u,40). Ademas, tenemos para dicha
v.a. una muestra aleatoria de tamafio n = 3600 para la cual se obtiene una media muestral X = 68.

a) El intervalo de confianza, al nivel de confianza (1 — a) - 100 %, para una media poblacional de una
variable aleatoria con distribucién normal y desviacidn tipica conocida es:

- o _ o
(x_za/Zﬁvx_f’Za/Z%)

donde X representa la media muestral, n el tamaiio de muestra, ¢ la desviacion tipica poblacional y z4 />
el valor que cumple P(|Z| < z4/,) = 1 — & para una variable Z con distribucién N(0,1).

Asi pues, con los datos de este ejercicio se tiene que un intervalo de confianza para el gasto medio diario
de los turistas de esa region, al 95 % de confianza es:

(68— 1,96 .68+ 1,96 ): (66,69,69,31),

40 4
V3600 V3600
puesto que X = 68, n = 3600, 6 = 40 y el valor z,; tal que P(|Z]| < z4)5) = P(~2q/2 < Z < Zq)2) =
1 — o =095 o lo que es lo mismo, el valor z4/, tal que P(Z < z4/5) = F(z4/2) = 0,975, es decir,
Zaj2 = 1,96.

Por lo tanto, tenemos una confianza del 95 % de que el gasto medio diario de los turistas de esa region
estd entre 66,69 y 69,31 euros.



b) Una vez fijados el error maximo de estimacién € y el nivel de confianza (1 — &) - 100 %, si se considera
que la variable en estudio sigue una distribucion normal con desviacion tipica conocida, el minimo
tamafo que ha de tener la muestra para conseguir estas condiciones es:

)

Asi pues, puestoque € < 1y I —a =0,95, con lo que z4/, = 1,96, se tiene que

40\ 2
n> (1’96T0) = 6146,56,

con lo que el tamafio minimo muestral para cumplir las condiciones sera de 6147 turistas.

OPCION B

1. Para que una encuesta sobre politica de inmigracion sea fiable, se exige que haya al menos 2300 personas
entrevistadas, entre espafioles y extranjeros, de las cuales como mucho 1000 seran extranjeros, y también
se exige que los extranjeros sean, por lo menos, un 10 % del total de personas entrevistadas.

a) [2 puntos] ;Cudntos espafioles y cuantos extranjeros pueden ser entrevistados? Plantea el problema y
representa graficamente el conjunto de soluciones. ;Podrian ser entrevistados 1000 espafioles?

b) [1 punto] Si el coste estimado de cada entrevista es de 6 euros, ;cudl seria el maximo coste que podria
tener la encuesta? ;a cudntos espafioles se habria entrevistado en dicho caso?

Solucion:

a) Si representamos por x € y el nimero de espafioles y extranjeros entrevistados, respectivamente, las
condiciones impuestas llevan a formar el siguiente sistema de inecuaciones:

x+y > 2300 x+y > 2300
y < 1000 y < 1000
y > 0l(x+y) 7 x=9% < 0
xy =2 0 x,y > 0

Los puntos que cumplen todas estas restricciones son todos los pares de nimeros enteros dentro del
recinto representado en azul en la Figura 2. Los extremos de dicho recinto son A = (1300, 1000), B =
(2070,230) y C = (9000, 1000).

2000
1500 A O
1000 o
500 B

2000 4000 6000 8000 10000

Figura 2: Regién factible.

No podrian ser entrevistados 1000 espaifioles, puesto que el punto (1000,y) no pertenece a la region
factible para ningtin valor de y € [0, o).

b) El coste de la encuesta es 6(x + y), puesto que cada encuesta cuesta 6 euros y el nimero de personas
encuestadas es x+y. Asi, queremos maximizar la funcién objetivo z = 6(x+y) sujeto a las restricciones
anteriores. Los valores en los extremos del recinto son:

z(A) = 13800 euros

z(B) = 13800 euros
z(C) = 60000 euros

por lo que el coste maximo se alcanza si se entrevistan a 9000 espafioles y 1000 extranjeros, siendo
dicho coste de 60000 euros.



2. Dada la funcién f(x) = 3x> — 6x.
a) [0,75 puntos] Encuentra la primitiva F de f que verifica que F(1) = 10.

b) [2,25 puntos] Estudia y representa graficamente la funcion f. Calcula el area delimitada por la curva y
eleje Xentrex=1yx=3.

Solucion:

a) Como f(x) = 3x*> —6x, entonces F(x) =x> —3x>4+C,conloque F(1) = 2+C=10&C=12y
F(x) =x>—3x* +12.

b) El dominio de f son todos los niimeros reales, puesto que esta definida para todo x € R.

Como f(—x) =3x> 4 6x,Vx € R, se tiene que f(—x) # f(x)y f(—x) # —f(x), con lo que f no es una
funcion simétrica ni respecto al eje de ordenadas ni respecto al origen.

La funcién f corta al eje de ordenadas en el punto (0, f(0)), es decir, en el punto (0,0). Ademds como
f(x)=0<=3x(x—2) =0<«<=x=00x=2, se tiene que f corta al eje de abcisas en los puntos (0,0)
y (2,0)

En cuanto a las asintotas, no tiene asintotas verticales, puesto que no tiene puntos de discontinuidad.
Tampoco tiene asintotas horizontales, puesto que

s _ 1z 2_ — oo i — { 2— —= o0
)}Lrgof(x)—gl_{r;fix 6x y xgrllmf(x) x1_1>r£1°o3x 6x :

Tampoco tiene asintotas oblicuas, puesto que

2
tim L8 g 30X
X—+eo x x—+too X

oo,

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcidén, vamos a comenzar calculando los puntos
criticos. Para ello,
fx)=6x—6=0+=x=1.

Para averiguar si este punto es un minimo o un maximo relativo, procedemos por el criterio de la segunda
derivada. Asi, al ser f”(x) =6 > 0,Vx € R, se tiene que x = 1 es un minimo relativo. De lo anterior se
deduce que f es decreciente en (—oo, 1) y creciente en (1, +o0). Para poder representar el minimo en el

plano, es necesario calcular su imagen: f(1) =312 —61= —3.

Como los puntos de inflexién de f son las soluciones de la ecuacién f”(x) = 0, sabemos que no existen
dichos puntos y como f”(x) > 0,Vx € R, tenemos que f es concava hacia arriba (convexa).

De todo lo anterior se deduce que su representacion gréfica es:




El area limitada por la curva y el eje X entre x = 1 y x = 3 es igual a:

'/lzf(x)dx =|F(2)—F(1)|+|F(3)—F(2)|=|8—10|+|12—8| =6.

4 ' /2 P

3. De los turistas que visitaron Asturias el afio pasado, el 5 % eran espafioles y viajaban en avién. Ademads
se sabe que un 20 % eran extranjeros y que el 25 % de los que viajaron en avidn eran espafioles.

a) [1 punto] Si se selecciona un turista al azar, ;cudl es la probabilidad de que haya viajado en avion?

b) [1 punto] Si seleccionamos un turista al azar entre los extranjeros, ;cudl es la probabilidad de que haya
viajado en avién?

Solucion: Si denotamos por E el suceso «el turista es espafiol» y por A el suceso «el turista viaja en avién»,
los datos del enunciado se traducen en:
P(ENA)=0,05

P(E)=02
P(EJA) = 0,25

a) Como P(E/A) = %, se tiene que P(A) = % = % = 0,2, con lo que la probabilidad de que un

turista elegido al azar haya viajado en avion es 0,2.

b) Si seleccionamos un turista al azar entre los extranjeros, la probabilidad de que haya viajado en avion
es P(A/E) que por definicién de probabilidad condicionada se puede calcular como

p(a/E) = ZACE) (;‘(%E )

Pero como por el teorema de la probabilidad total se tiene que P(A) = P(ANE) + P(ANE), entonces
P(ANE)=P(A)—P(ANE) =0,2—0,05= 0,15, entonces la probabilidad pedida es

0,15
P(A/E) = 2> =05,

es decir, si seleccionamos un turista al azar entre los extranjeros, la probabilidad de que haya viajado en
avion es 0,75.

4. Tras poner en marcha unos programas de prevencion de tabaquismo en la universidad, se quiere estimar,
a partir de una muestra aleatoria, la proporcién actual de fumadores en la universidad.

a) [1 punto] ;Cudl seria el tamafio muestral minimo necesario para que pueda estimarse la verdadera
proporcidn de fumadores en la universidad a partir de la proporcién muestral con un error de estimacion
maximo de 0,02 y un nivel de confianza del 90 %?

b) [1 punto] Si se toma una muestra aleatoria de 2000 universitarios, de los que se obtiene que 180 son
fumadores, obtén, con un nivel de confianza del 90 %, un intervalo para estimar la proporcion de fuma-
dores en la universidad.

(Algunos valores de la funcién de distribucion de la Normal de media O y desviacion tipica 1:
F(1,28) =0,90; F(1,64) =0,95; F(1,96) = 0,975; F(2,33) = 0,99; F(2,58) = 0,995.)

Solucion:

a) Al estimar la proporcion poblacional de fumadores en la universidad (p), el minimo tamafo que ha de
tener la muestra para conseguir estas condiciones es:

donde &€ representa el error de estimacidnl. El error de estimacién viene dado por € < 0,02, pero el valor
de la proporcién poblacional p no es conocido, de hecho es el valor que queremos estimar. En ese caso,



se considera el valor que maximiza la desviacion tipica y, por tanto, el error de estimacién, es decir,
p=0,5.

Por otro lado, z4, es el valor que cumple P(|Z] < zq/,) = 1 — a para una variable Z con distribucién
N(0,1). Como P(|Z| <zgpr) =P(—z2q/2 <Z<2zg/3) =1—0=0,9, 24/, es el valor que cumple P(Z <
Za2) = F(2q/2) = 0,95, es decir, z4, = 1,64.

De todo lo anterior se deduce que:

2
0,5(1-0,5) )
> (1,64 Y220 ")) 412 — 681
"= ( ’ 0,02 )

Asi pues, el tamafio minimo muestral con el que podemos asegurar que se cumplen las condiciones es
de 1681 universitarios.

b) Si representamos por p la proporcion de fumadores de los n = 2000 universitarios en la muestra, se
tiene que p = 180/2000 = 0,09.

El intervalo de confianza, al nivel de confianza (1 — ) - 100 %, para una proporcion poblacional en

muestras grandes es:
(P Za/z\/ 7P+Za/2\/ >

donde p representa la proporcion muestral, el tamafio de muestra y z, /, es el valor que cumple P(|Z]| <
Zg/2) = 1 — o para una variable Z con distribucién N(0, 1).

Asi pues, con los datos de este ejercicio se tiene que un intervalo de confianza para la proporcion de
universitarios que fuman, al 90 % de confianza es:

1— 1—
(009168225509 0091168 CPS 0P o0,

2000 2000

puesto que p = 0,09, n =2000 y ya vimos que al 90 % de nivel de confianza se tiene que zo /» = 1,64

Asi pues, tenemos una confianza del 90 % de que el verdadero porcentaje de fumadores en la universidad
estdentre el 8% y el 10 %.




